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>?iel der Arbeit. 

Das Problem der Rotation eines schweren wtarron Kiir- 
pers um einen festen Punkt konnte bislang nur für zwei 
Fälle als lösbar bezeichnet werden: bei beliebiger Gestalt 
des Körpers für die Bewegung um den Schwerpunkt, und 
bei der Annahme zweier gleicher Hauptträgheitsmomente 
für die Drehung nra einen Punkt, welcher anf der dritten 
Hauptaxe gelegen war. 

Znr Verfolgung der ersteren Bewegnngsart Hessen sicli 
zwei völlig verschiedene Wege einschlagen: ein analytische!', 
repräsentirt durch die Arbeit Jacobi's siu' la rotation d'un 
Corps') und ein synthetischer, vorgezeichuet von Poinsot 
in seiner thöorie nouveUe de la rotation des corps*}. 

Die zweite Bewegung, des „Gyroseops", dagegen hatte 
lange Zeit nur eine analytische Darstellung, durch Lottner^) 
erfahren und wurde ei-st in neuerer Zeit Gegenstand einei" 
synthetischen Behandlung'itt ei&e im Sinne Pomsot's Ins- 
besondere hatten es sich verschiedene Untersuchungen des 
Verfassers*) zum Zwecke gesetzt, eine dahin zielende Durc^li- 

') C. f. J Jaoobi b stammelte W ike 11 2^9-352 1882. 

s) LiuuMlU s Touiml iS'-.l f|— i-"]njid 28Q-336 

3) E. LottüPr, iisdnct OQ emos Sühiieieu um niiion festoo Punkt 
3'otiTonden ßevolutionskorppis inf die nlliitis.elieiiTianicoiidr'nten < reilo'B 
.louraal, L. 111—125 

*) W. He&a Uhei da"- (rvrosoop Maüiemaüsclie Aotialcn XIX. 
121 — 154. — Über die Bene^ng dei Ate eines Grioscop^ üarl'a Ee- 
pei-torium. XVIII 23S-~-2ii — I bei das Gxroacop Ipi aUgeineiiistor 
"Walil des ?ur Bewegung anregenden. Moinentankr&fteay^tems Math. Ann. 
XXIX. 500- 9hU 
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fleclituiig von analytischem Ausdrucke mit nieclianisch-geo- 
iiietrischer Deutung herbeizuführen und so das fraglielie 
Problem auch nach der synthetischen Seite möglichst voll- 
ständig abzurunden. 

Das vergangene Jahr hat noch eine dritte Möglichkeit 
der Lösung des ßotationsproblems erwiesen: in einer von 
der französischen Akademie der "Wissenschaften preisgekrön- 
ten Abhandlung hat Sophie Kowalevski*) den Nachweis 
erbracht, dass die Bewegung eines Körpers, dessen Schwer- 
punkt in einer Hauptebene gelegen ist, während die Träg- 
heitsmomente ura die zwei Hauptaxen dieser Ebene je gleich 
dem doppelten dritten Momente sind, festgelegt werden 
könne durch hyperelliptische (Eosenhain'sche) Funktionen. 

Es drängt sich nun aber die Frage auf, ob wirklich 
mit den drei vorstehenden Annahmen die Lösung des vor- 
würflgen Problems als abgeschlossen zu betrachten sei, oder 
ob solche auch noch für weitere Voraussetzungen iixirt 
werden könne: 

Wie bekannt, ist die instantane Bewegung eines um einen 
festen Punkt drehbaren Körpers definirt durch die drei dyna- 
mischen Gleichungen von Euler in Verbindung mit einer An- 
zahl Differentialgleichungen kinematischer Natur. Für letztere 
aber ist nachgewiesen, dass sie, wenn einmal die Euler'schen 
Oleichungen integrirt sind, nach Ausführung nur einer ein- 
zigen Quadratur von dem ganzen Verlaufe der Drehung 
Kenntniss geben — es eoncentrirt sich also, da eine Quadra- 
tur im Sinne der Mechanik als Lösung gelten kann, das 
nteresse auf die Integretion der drei Euler'schen 
Gleichungen allein. 

Speciell hat sich der Verfasser hier zum Ziele gesetzt, 
die allgemeinen singiilären Lösungen dei Eulei sehen Be- 
wegungsgleichungen 2u finden und damit das bei tihmte Pro- 
blem der Rotation nach einer neuen Richtung hin ibzugrenzen. 

5) Sopiie Kowalevski, Sur le piolilime Je la rotition i'un 
Corps autour dun point fixe. Aefa mathemitn. i XII 177—232 ISSfi. 
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Der Umfang rliT ünter'iucliiing liöss es dabei als noth- 
wondig erscheinen, diesplhe auf zwei Jahrgänge des Pro- 
grammes zu vertheilen, in der "Weise, dass in dem gegen- 
wärtigen aus den Criterien der Singularität der allgemeinste 
Fan einer Bewegungsart von singulärem Charakter heraus- 
geschält erseheint, während die übrigen, nicht allgemeinen 
fälle, sowie die Ausdehnung der ganzen Frage auf das 
Problem des G-leichgewichtes des unendlich dünnen elasti- 
schen Stabes einer späteren Erörterung vorbehalten bleiben. 

Ohne den Kesultaten im Einzelnen -vorgreifen zu wollen, 
möge das Hanptergebniss der nachfolgenden Erörterungen doch 
bereits an dieser Stelle formulirt werden. Es zeigt sich; 

N^eben der Bewegung des Gyroscops ein- 
schliesslich derjenigen des zusammengesetz- 
ten Pendels als einer Bewegung von singulä- 
rem Charakter gibt es noch ein zweites Be- 
weg imgsphänomen allgemeiner Natur, wel- 
chem dieEigeu Schaft einer singulärenLösung 
des Rotatiousproblems zukommt: die Drehung 
einos Körpers, dessen Schworpunkt in einer 
Hauptobene gelegen ist, während das Träg- 
heitsmoment um die „Axe der Figur'" die vierte 
geometrische Proportionale bildet zwischen 
den Trägheitsmomenten iim die Hauptaxen 
der kritischen Ebene einerseits und \im die 
dritteHauptaxe andererseits — vorausgesetzt, 
dass dieAxcdes momentananrogenden Kräfte- 
paars stets senkrecht stehe zur Figur axe. 

Diese neue Möglichkeit der Lösung, welche eine ge- 
wisse Analogie zeigt mit der Kowalevski'schen Drehungs- 
art reducirt die drei Euler'schen Bewegungsgleichungen 
auf eine einzige Differentialgleichung. Letztere ist sofort 
integrabel, sobald die Axe des angreifenden Paares horizontal 
angenommen wird. 
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Einleitung. 



§ I. 

Die drei IJiUiptträglieitsaxen des Körpers dureti dea 
festen l'itnkt seien S', Y', Z', die Hairptträglieitsmomente 
um dieselben A, B, C, das Maximalmoinent der Schwer- 
Ifräfte P, ferner die Neigungscosinus der drei Hauptaxen: 
gegen die Figuraxe «, /?, /; gegen die feste Eiclitnng Z der 
Schwere a", b", c", nnd gegen zwei htezu senkrechte Eich- 
tungen X, T bezw. a, b, e und a', b', e'. Sind nun die 
Oompouenten der instantanen Drehgeschwindigkeit um die 
Hauptaxen p, q, r, so sind die Coniponenten des Momen- 
taukräftepaars, weSclies diese Geschwindigkeiten Iiervorrief, 
Ap, Bq, Cr und es lauten die Enler'schen Bewegungs- 
glcichungeu'); 



'^ ii - >« - <■) 1' + 1' l-'«" - 
'^ ä? = iC - -^-^ 'T + ^ i'"" - 



,b-) 



[t = (A - B) pq + P („b" - ,(a-). 
Die Cosinus a", b", c' sind mit den Winkelgeschwindig- 
keiten p. q. r und der Zeit t verknüpft durch die (tleichungen : 



da" 



= b"i 



c"<l 



!"p — 



Tum 
2. iotlase. 



dt 

db;^ 

dt 

de" 

j|- — a"q - b"p, 

issou, trsütc. de mtraiiiquc 
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welche nach vorsiimohnieiiäer cyclischer Vciiausdmng auch 
für die Tripel a, b, c; a' b' e' ku Recht bostehon. 

Wie schon eingangs erwähnt, ist das Problem der Rota- 
tion mit der Aufsteilung von p, q, t; a", b", c" in Funk- 
tionen der Zeit als gelöst zu betrachten, weil es nur noch 
der Äusführnng einer einzigen Quadratur bedarf, um auch 
die übrigen 6 Neignngseosinus durch die Zeit ausgedrückt 
zu erhalten. 

Das hierauf abzielende Verfahren von 'Weierstrass') 

ist das folgende. Es ist identisch 

, dc + idc' (cdc+e'dc) + i(cdc' — c'dc) 

d log (c + iC) = ^^-, — = -^^ ^ a"7 a ' 

Aus den erweiterten Formeln (2) fliesst aber 

de , 

^ = aq - bp 

de' , , , 

de' .de , , . , 1 , ., A 

'^ dT ^ *^ dt "" ^ "" ^^^ ^ ~ ^ ~ ^^^^ '^' 
"Wie bekannt, liefern nun die (zweimal) sechs Oleicliun- 
gen der ortliogonalen Transformation: 
:s a^ = 1 
.^ bc = 0, 
die Relationen 

b" = Ca' — c'a u. s. f,, 

es wird also durch Substitution 

ji . _i_ ■ -^ —C'dc" + idt(a"p+b"q) 
dlog(c + ic') = f "^-^'^2 

d. h. es können, sobald die Grössen p, q, r und a", b", c', 
der Ettler'schen Gleichungen durch t ausgedrückt vor- 
liegen, c und c' durch Integration gefunden werden. 

Mit letzteren Cosinus sind aber zugleich auch die vier 

^) Hoffmann-Natani, Mathemafisches WörterL., Titel j.Kutafioii". 
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aiideroii, a, ü'; 
Oleichlingen 


b, 


h' 


gegob 


(a±m')(e + jo') 
(b + jb') (c + ic 




^(ao + a', 
,(bo + b' 



denn es gelten identisdi die 



}_ri 1)1' c--- HC') = — a"c" hi 
) J: i [b' c — be') = — b" c" ~^ i; 



Vcrscilifdene Formen der Eni er* sehen Bewegmigs- 

glcicliimgen. 



Erste Form. 
Ais solche kann natnrgemiiss die /iiisaninK'iigcluirigkcit 
der H Wift'erentiaigleiehungen (1) und ['i) bezeichnet werden, 
ivelehe als abhängige Veränderliche die (> Orössen p, q, r; 
a", b", c" enthalten. Die Anzahl der Torkonmiendcn iinab- 
liängigen Constanten beträgt zunäclist ebenfalls C ^ Ä, B, 
0, P und zwei der Cosinus a, ß, y — dieselbe kann jedoch 
auf 5 vermindert worden, wenn man die Verhältnisse ein- 
führt zwischen den 3 Trägheitsmomenten A, ß, C einerseits 
und dem Momente P der Schwerkräfte andererseits (oder, 
was dasselbe ist, P = 1 setzt). Indess ist es für nicht 
rein algebraische Betrachtungen von Vortheil, die ursprüng- 
liche Bedeutung der genannten Momente beizubehalten. 

§ -i- 
Zweite Form. 
Wir erhalten dieselbe, indem wir das System der drei 
DifFerentialgieichungen (2) durch ein solches von Integral- 
gleielmngen ersetzen und aus diesem dann die Werthe von 
»", b", c" in die Gleichungen (J) substituiren: wir nmlti- 
pliciren die Gleichungen (2) mit a", b", c"; die Gleichungen 
(1) mit a", b", c" und (2) mit Ap, Bq, Cr; die Gleichungen 
(l) mit p, q, r, addiren jedesmal und integriren. Bann 
kommt: 
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Ap + b"Bq H- c"Cr = 


= i 

+ Bq' 



-|-Cr = 



~2"P ^^ 

Darin bedeuten X nnd h zwei Constantc, nemlich X das 
constaot bleibende Moment des Momentanki^äftepnars um die 
Yerticalaxe OZ, und h den Untei-scliied zwisclien der leben- 
digen Kraft Ap^ + Bq^ + Cr- der Dreluinjf und zwischen 
der (vom Schwerpnnkt des Körpei-s) beim Sinken geleisteten 
Arbeit. ,1* ist direkt der Neigiingscosiniis des Winkels zwi- 
schen der Axe 08 der Tigiir und OZ der Schwere. Um ans 
den G-leichiingen Qi) a", b", c" selbst zu bekonuneii, setzen 
wir die Coiiibinationcu 

A^p'^ + B-'f]' -]- C*r'^ = 1- 
Ap-^ + Bq'^ 4- CrM= -'^'." + M = /', 
(4^ p2 + q^ + r^ = ^ 

Apa + BqjS + Cr^ = p 
pu + q^ -f- ly = (7 
Von denselben repräsenüi'en 
des anregenden Momentankniftepiiiir: 
Grösse der instantanen Dreligeschwindigkeit, p imd ir die 
Projectionen des Paai'cs und der Dreligeschwindigkcit auf 
die Figuraxe und endlich /(,, wie bereits erwähnt, die leben- 
dige Kraft der Rotation. 

Nun ist die Determinante der Goefficicnten von a", b", 
c" in dem System der simnitanen Gioicluingen (:(} 
a" b" 
A' = Ap Bq 
" ß 
derer Quadrat 



• das Qujulrat der 

das Quadrat der 



Cr 



welche Eoim nur Funktionen 
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etilem von Comboscui'o') angegebenen Verfahren bestehen 
cUinn die {ileichuiigeti 

a" . N, — Ap . N;i + « . N^„ = Kk . Ait" 

(5) b" , Js\ - Bei .^i. + ß. ^'[i = Kn ■ JVb" 
c" . N, — Cr . Ni + j- . N,t = Kn . JVc", 
worin die Indices die jeweiligen Unterdetermiiinnten der 
Determinanten N und N anzeigen, während das Zeichen der 
Wurzel in diese selbst eingeschlossen sein mag, , 

Durch Einfühi-ung der also gewonnenen "Werthe von 
»", b", e" wird nach einfacher Reductiou das Gleichungs- 
system (1) zu dem folgenden, welches nur p, q, r als ab- 
hängige Veränderliche enthält: 



dt 



= (B- 



(8) B il - (C - A) rp + ^-^{Ik, - A) 1/S - JVb" Nj] 
C j| _ lA - B) 1», + |-[{Cr - re) VS-- X,... Ni] 



Dritte Form. 

Die Aiisgangegleichimgen (1) raögea der Reihe nacii mit 
Ap, Bf|, Cr; «, ^, y; p, q, r multiplicirt imd addirt werden, 
so ergeben sich imter Berücksichtigung der Relationen (l) 
die Determinanten 



, 2P 



« ß 


7 


a" h" 


c" 


ApUq 


Cr 


a ß 


y 


Ap Bq 


Cr 


P <l 


'■ 



= 21' 



/V 



') Combescure, sur quelques syst^meK pai'ticulie' 
differentielles. Crelle'e J. Bd. 80, p. 33-51- 
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dt 



ß 
b" 



Von denselben ist P bereits von a", b", e" frei, iV wird 
es durch Quadriren iiud M durcli Eint'iÜiniug: der durch die 
Gleichungen (5) dai'gestellten Wcrthe unter Beachtung der 
folgenden Identitäten 

\ <■ it [■' 



Ap Bp I 
Die Gleichungen (7) neinn 



dann die IblL'ende Korin an: 



1 


X 


,« 


i 


» 


e 


1 




1 


e 


V 


«1 


d 


:"l 


» 



2P 



- ^'?) ■ 



Dieselben enthalten als abhängige Variable einmal die 
3 Grössen v, p, y^ sodann noch a und i . ff und i lassen 
sich aber vermöge der 5 Gleichungen (4) durch v, g, fi dar- 
stellen (vorläufig wenigstens implicite), so dass also in der 
That nar drei abhängige Veränderliche in das vorstehende 
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§ 5. 
Vierte Form. 

Die Differentialgleii'iinTigen (9) enthalten ilie durch (ß) 
und (4) definirten 6 Grüssen X, fi, v. p, a, t, welche auf 
einer der 4 folgenden Axen gedeutet werden können: 

auf der Axe ON des Monientankrät'topaars [Ap, Bij, Cr]; 

„ „ „ OT der instantanen Drehnng |p, q, r]; 

,, ,, „ OZ der Schwere, [a,", b", c"]; 

„ „ ,, OS der B'ignr, fe, ß, y]; 

Trägt man auf den beiden erstoron Axcu vinn L'iitcr- 
stützungspunkt aus die Grössen 

|/a*p^ + B^q'^ + C^r^ = j/v = ON des Kriiftepaars und 
l/p^ -f- II + ! = l^-- T = OT der Drehung 

wirklich aut so können durch Division mit 1/ v bczw. 1/ i 
die 3 Deteiminanten (7) so umgeschrieben werden, dass die- 
selben ansschliessluh Winkclcosinus bezüglich der Haupt- 
axen X', Y Z uilhdten und, quadrirt, die Cosinus der 
Winktl ?\vi^Lbfn d n 4 Axcu N, T, Z, S. 

cos SZ cos SN p- 

IS SZ 1 cos ZN I 

■sSN 



de 






1 

cos SN 
cos ST 
1 



cos ZN 
cos SN 

1 
cos NT 
cos SZ 



cos ST I'! 
cos NT ! 



oos ST , ■ 
coa ZT i 



^-= y/r . icosWZ 

{ cos ST cos ZT 1 I 

Die Formen dieser Determinanten bedingen aber be- 

kanntHch die sechsfacben'Kubikinhalte von Pyramiden : man 

trage nur, wie auf den Axen N und T die Werthe \/ v 

und 1/ T, so auf den Axen 8 und Z je die Ijängeneinheit 
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von aus mif und behalte für die fclndpuiilfto die Bezeich- 
miiiffen S imil Z bei, so wird 
1 dv 



2P ' 

^^ = Gfache Pyramide ONST 

d/t 

dt 

Anderei-seits führen die Entwicliclungen obiger Deter- 
minanten auf die Formeln 

I sin ZN . sin NS . sin ZNS 1 

\^l = 2pI/-^]' . sin NS . sin BZ . sin NSZ [ 

1 sin SZ . sin ZN . sin SZN | 

_ f sin NS . sin ST . sin NST 1 

llf = ]/v l'^z . sin ST . sin TN . sin S% j 

I sin TN . sin NS . sin TNS | 

1 sin ST . sin TZ . sin STZ 
d/i t /" ] ■—• \ 

,j^ = y 1 ■ [srnTl . sin ZS . sin TZS , 

I sin ZS . sin ST . sin Z8T | 
wobei jedesmal eines der drei gleieliwerthigen Produkte zn 
nehmen ist, 

s (■>■ 

Geometrische Folgerungen. 

Die Gleichungen des vorstehenden Paragraphen sageu 
Folgendes aus: 

Trägt man vom festen Punkte des roti- 
ronden Körpers aus auf <len vier Axen des 
Kräftepaars N, der Drehung T, der Schwere Z 
nndderPigurS beziehungsweise aufdieOrösse 

dos wirkenden Paares |/*, derDrehgeschwin- 
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iligkoit |/t und je die Längeneinheit, so wird 
d e m W a c h s t h u m d e r G r ö s s e n r, q, /( ,) e e i n b e - 
stininiter Eayon zugewiesen: der Grösse v 
des Quadrates des Kräftepaars die Pyramide 
0ZN8; 

der Grösse g des um die Figuraxe thätigen 
Autheils dieses Paares die Pyramide ONST; 
der Grösse Hi {= 2P/( + h) der lebendigen Kraft 
die Pyramide OSTZ, 

und zwar sind die Zu nahmen dieser Grössen 
bis auf Constante dem Kubikinhalte der je- 
weiligen Pyramide effectiv gleich. 

Diese Zunahmen sind um so grösser, je grösser der 
Inhalt der Pyramiden ist, je näher also im allgemeinen die 
Kanten- und Plächenwinkel der von auslaufenden vier 
charakteristischen Äxen einem rechten Winkel kommen. 

Es zeigt sich femer unmittelbar: 

Soll von den Grössen 1) |/r des Kräfte- 
paars, 2) p einer Projection auf die Figur axe, 
und 3);(des'Winkelcosinu3 zwischen der letz- 
teren und der Verticalen [oder /t^ der leben- 
digen Kraft] eine ein Maximum oder Minimum 
werden, so muss entweder einesder drelÄxen- 
tripel ]) derVerticalen, des Kräftepaares, der 
Figur; 2) des Kräftepaares, der Figur, der 
Drehung; und 3) der Figur, der Drehung, der 
Verticalen je in eine Ebene fallen — öderes 
müssen zwei Äxen eines Tripels zusammen- 
liegen. 

Dieser Satz dürfte im allgemeinen auch umkehrbar 
sein. Das Zusammenliegen der Axe der Figui' mit einer 
der drei anderen Axen würde dann für zwei der Wortlio 
r, Q, u extreme "Werthe nach sieh ziehen. 
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§ 7- 
Specielle Wahl der Oonstanten, welche auf Integrale 

führt. 
Das aUgcmeinste Problem der Rotation dnes dorn Jl^in- 
fiasse der Schwere unterliegenden Körpers mit festem Punkte 
schliesst in sich in Bezug auf die Beschaffenheit des Kör- 
pers G und in Bezug auf seine Anfangslage 1 Coustante: 
A, B, C, P, «, ß, (y) und l. Durch besondere Annaiime der 
6 ersteren lassen sich sofort Integrale der Gleichungen (9) 
ersehen, und zwar zunächst in den bisher fast ausnahmslos 
behandelten Pällen: 

I. A = B = C. 

Es wird ^?- == 0, e = ß,; ^ = 2AP, v = A (2i> + h); a = ^. 

D. h. 

Im Falle der Oleichheit der 3 Haupttrag- 
heitsniomente werden die Projectioneii des 
Kräftepaares und der Drehung bezüglich der 
Piguraxe constant, die leben digo Kraft, der 
Drehung dem Quadrate des Kräftepaares pro- 
portional'). 

II. P = 0. 

Dies kann dadurch erreicht werden, dass entweder das 
Gewicht des Körpers oder aber die Entfernung des Schwer- 
punktes vom Unters tützungspnnkte gleich Null genommen 
wird. In beiden Fällen folgt 

üv =; 0, -c = Vo; d;t = ü |tti = ^(i(o) 
d. h. Es besitzt für beide Fälle sowohl das 
anregende Momentanträftepaar als auch die 
lebendige Kraft eine constante Grösse. 



') N'wli der Theoiie in Tnighoifemoraente ist die Anoalnnn dieier 
j,lcivher Haupttrftglieitsmomeiite im Punkte U ideDÜscli mit d«i I'oideiung, 
dass alle Äsen Juich U Haupt<t%en soien. Sohm ist auL.li die Tigmiae 
eine lololie, und das ^oriiogende Problem I nur eine speoielleie Voiaua- 
Betzung des na^'hstehenden Falle'' m der gyiosojpisolien Bewegung 
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Li-elit sicli freilich der Körper um s(?ini>n Scliwerpiiiikt, 
so ist wegen der Unbestimmtheit dor Cosinus «, ß, y die 

Gleichimg für -^ nicht zu gebrauchen, so dass man für die- 
sen Fall auf die Euler'schen Bewegungsgleichungen in der 
früheren Form (1) zurückgreifen muss. Aus dem gleichen 
Grunde ist für diese specielle Bewegungsart von einer In- 
terpretirung der Gleichung ,« = /,(.(,, welche im allgemeinen 
eine Kreiskegelbewegung der Figuraxe um die Verticale 
bedeutet, abzusehen. 

III. a = jS -= 0, y = 1, A = B. 

Für diesen Fall des Gyroscops ergibt die zweite Gleich- 
ung (7) 

"Weil aber a sich laut (4) a\if s =^ tr^ t= ^^^ : C redu- 
cirt, kann die dritte Gleichung (9) integrirt werden; sie 
liefert 

--i,' = r (,, - ff, 

worin r eine willkürliehe Constante bedeutet. 

13. h. ImFalle derBewegung eines schweren 
Unidrehungskörpers um einen festen Punkt 
seiner Symmetrieaxe sind die Componenten 
des Kräftepaars und der Drehung längs dieser 
Axe constant, das Quadrat des Paares bis auf 
eine additive Constante der lebendigen Kraft 
der Drehung proportional. 

Setzt man in die erste der Gleichungen (9) den Werth 
von 



wie er sich auf Grund der obigen Relation in v darstellt 

ein, so ergibt sich die Zeit t als elliptisches Integral 
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erster Gattung der Grösse v, v selbst als ellipüsche Ifuiik- 
tion von t, 

V _ F (l). 

Da mit r auch ß^ hekaiint, q aber coiistant ist, erscheint 
somit das Problem geiöat. 

Die Art und Weise seiner Lösung dürfte dabei die 
denkbar einfachste sein, insoferne sie die Winkelgescliwindig- 
teiten p, q der Drehung um die zwei Hanptaxeu X', Y' 
des Äquators — deren Aufstellung gewisse Schwierigkeiten 
im Gefolge haben kann ') ~ einfach darstellt als die Lösungen 
der beiden quadratischen Gleichungen 

V = Ä^'^ + B=q2 -I- C\^ = ¥ (t) 
iv - ?„=) ~ r (,f, - ^^-) = A (A - D p^ + B (B -r; .|'^ = 0. 

§ 10. 
Specielle Wahl der Oonstanten, welche Verein- 
fachung erzielt. 

Zu den drei Differentialgleichungen (9), welche als ab- 
hängige Veränderliche die Grössen v, g, fi enthalten, treten 
bekanntlieli noch zwei Bestimniungsgleichungen, welche als 
Eliminationsresultate der Gleichungen (4) u und t als Funk- 
tionen von V, (I, fi bestimmen. 

Diese Gleichungen sind für den allgemeinsten FiiU des 
Eotationsproblems ziemlich complicirt, wir wollen jedoch 
nicht unterlassen, wenigstens die eine derselben oxplicitc 
hier aufzustellen, um uns später auf solche berufen zu 
können ^). 

') Vgl. das in raeiaer citii'ten Alihaiitllang, iiiatk. Ajiti. XXIX, iiiier 
Södeiblom Gesagte. (Söderblom. Über die Drehung oidcs Rot.ifioiis- 
körpera um einsE festen Punkt. Nova acta soc. tTpsaliensis. XU. 1884 
1--92). 

s) Implioito sind die Bedingimgsgleichuügen sofort zn. erhalten. Man 
suche ans den drei eisten Gleichungou (2) dieWerthe von p^, q=, r^ und 
aotze die Quadrat wui'zeln aus ihnen in die zwei letzten Gleichungen (4) ein; 
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Der Weg, welchen wir einschlagon, ist dor folgende. 

"Wir bestimmen aus den zwei letzten Gleichungen (4) 
die Grössen p, q in Funlction der Grössen p, a und r, bil- 
den p* und q^ und elimiiiiren aus den zwei so entstandenen 
Relationen die erste Potenz von r, Dadurcli erhalten wir 
«MB-A)(C— A)(p-Aff}p^ + ^(A-B)(C — B}(?-Bff)q^ 
+ )-MA-C) (B-C) (e-Cff) r^ = (e-A<r) (;»— Bff) (?-C<7), 
eine Gleichung, welche im Vereine mit den drei ersten 
Gleichungen (4) die drei Quadrate p^, q^, r^ zu entfernen 
gestattet und so zur Relation Veranlassung gibt 
ts{x — a^) . ABC — ü (ft^ — QO) . 2 A3 — {tq — /t,ff) . ^AB/^ -1- 

e {{i, - Qa) . SA + (m - fi,Q) . ^A«^ - g (»■ - e=) = 0. 

In derselben ist die Symmetrie bezüglich der Constanten 
A, B, C und «, ß, y, wie es sein muss, vollständig gewahrt. 

Die vorstehende Gleichung sowohl als die zweite, hier 
nicht angeschriebene, Beziehung zwischen den "Werthen a, 
T einerseits und v, q, (i andererseits vereinfachen sieh nun 
erheblich, sobald von den Constanten des Problems welche 
speciell gewählt werden, und zwar in dem Masse, als sich 
oben die Ausgangsgleiehungen (4) vereinfachen. 

Wir verzeichnen insbesondere die nachstehenden An- 
nahmen. 

I. Zwei II a u p 1 1 V ä g h i t s m o m e n t e sind ein- 
ander gleich, A = B, 

ACr = (A 4- C) 11^ ~~ V 

(Aa — Qf = y' p ■ (A/(, — »■) 



^ 1/r -- (B + )^4 4- BCt g. \/ v - (C + A) jU, + OAt 
V — (Ä^^Er(A - C) " ^ '^'^ *^ (H - C) (B^^rÄ) 

+ Cv I A-(A + E),t, + ABr _ 



(C - A) (C - B) 



!/ -,,_ (B + C);t^ + BC<- y/ v - (ü + A) ,(, 4- C^ 

y (A -~ B) (A - C) '^ I V (B _ cj ^j; _ ^j 

"^ ' l' (C -■ A) {C - J5) 
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II. Der Schwerpunkt liegt in eijior Haupt- 
ebene, y ^= 0. 

(,. - C,.,) (A - B)= a-' f = k. [K~G)f (j - Bo)' + 

B (B — C) a' (s — Act)' 

(ft - Ci) (A - B,« o> f = (A ~ G) if te- B.)'< + 

(B - C) a' (e - Asf. 

III. Der Seil werp unitt liegt in einer Kiiupt- 
ebene und es ist das Trägheitsniümeut um eine 
derllauptaxei) dieser Ebene gleich dem Träg- 
heitsmoment um die dritte Hauptaxe, y "^ '*> 
B — C. 

AB» = (A + B) p, - » 

(B» - s)' _ «' ^-^ ''- (. - B,.,) 

IV. Der SchwcTpuiilct liogt aiifeinerHaupt- 
axe, tt = ^ = 0, )- = 1. 

Cff = e 

ABr =- (A + B) ^, — f + (A— C) (B- C) a\ 

V. Der Schwerpunkt liegt auf einer Haupt- 
axeund dieTrägheitsmomente umdieletztere, 
sowie um eine der zwei andern Hauptaxon 
sind einander gleich, « = ß = 0; B ^ C. 

Bff = e 

ABr = (A + B) ^1 — r. 

VI. Der Schwerpunkt liegt in einer Haupt- 
ohene mit zwei gleichen Hn. uptaxen, y = 0; 
A = B. 

Ba = e 

ÄBt = (A + B) /.i, — V '). 

VII. DieAxe des angreifenden Kritftepaars 
ist horizontal gelegen, X = 0. 



') Die Fälle V und VI sind naoh der Theorie dor Tiüghoifetiiomente 
ia der Tiiat ii 
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Diese Annahme vereinfiiclit nicht suwolil die EHrai- 
nationsgleichmigeii für a und i, ala vielinelir <lie JMfferün- 
tlalgleicliungen (9). 

Untersiicliuiig auf iiiiiigiiläre Lösungen. 

§ 9. 
Erste Bedingnisse der Singularität. 
Indem wir die MögUchkeit singulärer Lösungen der 
Differentialgleichungen (9) untersncheü, folgen wir einer 
Abhandlung von Herrn A. Mayer'), welche sich zum Ziele 
gesetzt liat, die Criterien für die Singularität der Lösungen 
eines Systems gewöhnlicher simultaner Differentialgleichun- 
gen aufzustellen. 

Wir schreiben die Gleichungen (9) in iler Form 

J. = (^;r - 4P" N ^ 
(10) F, = (!j|)' - K = 

Dieselben enthalten die drei Grössen v, q, fi, in denen 
sich ja auch a und * ausdrucken, als abhängige, die Zeit 
t als die unabhängige Veränderliche. 

Es „erde 5l _ ,., | = j-, |i = ,.. gesotel. 

Die erste Bedingung für die Möglichkeit sing'uiarer 
Ijijsuiigeu ist nun die, dsiss die G-Ieichungen (10) die zweiten 
Differentiatquotieuten 

It n 1 



dv' ,, d^' dfi' 

dT ~ '' ' df ~ ^ IT 



') A. Mayor. Über die Alj j, r tig d I un^ou 

Systems gfiwölinlicher Differontialy li m n ts deu T) ft n al 

ungen selbst. Matli. Annalen. \5II 3()^ (Im > t,e d n 

A. M. bezeiohnet.) 
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völlig bestimmen dürfen, sobald man die den singidaron 
LösUBgen entlelinten Wcrtlie von r, p, ^, v\ ß', ft', nacli (10) 
substitnirt liat. Diese Bedingnng gipfelt in dem NiiHwer- 
den ') der Determinante (mit partiellen Differentialqtiotionten) 

1 äF, d 

'" d7 d 



(11) ,( = 



dr, dF, 



9 Je 
^dF 







-ß-K) (<■-«") 



(, - CO 
2P 

Letztere Determinante hat aber den We 
dl' 



ird also 



,/ = 4 
Seil für 
= 0; » = 
folge des 
= 0; p - 



■ dt ■ dt 



■ («^ 



auf 



]■„ — ciiio Annahme, welcho au- 
5 iiacii sicli zöge ZNS = 0; 
p„ — was im Gefolge hätte 

NST = 0; 
=-_ 0; — was wie goüeigt werden wird, 

■ Oj 



' dt 



binausläuft, mit letzteren Annahmen jedoch 
nicht reoiprok ist: 
IV. für das gleichzeitige Eintreffen je zweier oder aller 
drei Bedingungen. 

') A. M. 371. 
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Solioti wir von der letzteren Even hi all tat, <iie ,ja unter 
den drei ersteren bereits enthalten ist, ab, so können wir 
also folgenden allgemeinen Satz verzeichnen: 

Es gibt für das Problem derRotation eines 
schweren starren Körpers um einen festen 
Punkt im günstigsten Falle drei, und nicht 
mehr als drei Möglichkeiten von singulären 
Iiö siingen: 

I. Die Annahme, es möge während der gan- 
zen Dauer der Bewegung die Grösse des mo- 
mentan an regenden Kräftepaare [Vv) constant 
bleiben — oder, was damit identisch und reci- 
prokist, es mögen die Axc der Figur und des 
Kräftepaars mit der Äxe der Schwere stets in 
einer Ebene liegen. 

II. Die Annahme, es möge während der gan- 
zen Dauer der Bewegung die Componente des 
Momentankräftepaarsbezüglich der Figuraxe 
(e) constant bleiben — oder, was damit iden-r 
tisch und reciprok ist, es mögen die Axen der 
Figur, des Kräftepaars und der Drehung stets 
in einer Ebene bleiben. 

III. Die Annahme, es mögen die Kräftepaar- 
axo und die Figuraxe ständig coincidiren. 

Berücksichtigen wir, dass die Componente / des wir- 
kenden Kräftepaars um die Verticale schon a priori als 
constant gefunden wurde, so können wir auch sagen: 

Im Falle I wäre der von derKräftepaaraxe 
im Räume beschriebene Kegel ein Kreiskegel 
um die Eich tung der Verticale n. Im Falle II 
besässe der von denselben Axen im beweg- 
lichen System des Körpers definirte Kegel 
eine ebene, senkrecht der Figuraxe gelegene 
Basis, deren Ebene in die durch dieConstante 
l bestimmte feste Horiz on t ale bone eine Auf- 
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einandei-folgo von goradon Linien einzoic. hnon 
würde, deren Enveloppe die Basis des räum- 
liehen Kegels der Kräftepaaraxen ergäbe. Im 
Falle III endlich würde der im Körper con- 
struirte Kegel der Kräftepaaraxen anf die 
Figuraxe zusammenschrumpfen, welche dann 
ihrerseits den ränmlichon Kegel jener Axen 
durchliefe. 

Wir haben nun im Folgenden äu untersnchen, oh die 
drei zu Tage getretenen Annahmen die Gleichungen (10) 
wirklich integriren, und wenn, oh sie die sonstigen Beding- 
ungen der SingulnritSt befriedigen. 

Freilich darf aus dorn effektiven Eintritte dieser That- 
sachen nicht mit Sicherheit gefolgert werden, dass die 
Lösungen wirklich singulare seien: diese, wie H. Mayer 
bemerkt^), „schwierigste" aller Fragen beantwortet sich fürs 
Erste immer nur auf Grund der Kenntniss der allgemeinen 
Lösungen des Rotationsproblems, welche aiiein es möglich 
macht, zu entscheiden, ob tmsere Gleichungen durch con- 
stante oder von i', p, ,« abhängige "Wertho der drei wUl- 
kürliclien Constanten der allgemeinen Integralgleichungen 
aus diesen sich ableiten lassen. 

Soviel steht indessen fest, dass andere Möglichkeiten 
als solche, welche auf dem Verschwinden der obigen Deter- 
minante i1 fiisscn, entschieden nicht singulärcr Xatiir sind. 

§ 10. 
Weitere Oriterien. 
Die Kxistenz der Gleichung ^ ^ ist die erste Be- 
dingung für das Auftreten singuläi'er Lösungen. 

Weitere Bedingungen liegen in den nachfolgenden 
Sätzen ausgesprochen: 

Damit die Gleichung ^ ^ 0, zusammen mit den Gleich- 
ungen (10) ein Werthwywtem liefert, darf dieselbe \\w\\i eine 
') A. ~£ 375. 
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blnsi! iilgfbraiwche Folge letzterer Gleichungen sein. Dan 
ist in der That für unsere drei Fälle ausgeschlossen. 

Damit die Gleichungen (10) die zweiten Derivirten r", 
p", /(" weder Töllig bestimmen, noch auch unendlich wer- 
den lassen, müssen femer auch jene Determinanten ver- 
schwinden, weiche für diese Unbekannten als Zähler erhalten 
werden. Dieselben können vermöge der Gleichungen (10) 
oder (10) im Vereine mit J ^ entweder an sich schon 
Null sein oder aber höchstens z« einer einzigen, von // = 
unabhängigen Eelation Veranlassnng geben ^). 

Difi'erenziren wir die Gleichungen (10) nach t und be- 
zeichnen wir die Difl'erentialquotienten durch Accente, so 
erhalten wir 



-QS 



K' = 



()■ — e") ^i" — -'-^p^- "" — (^ - f'&^ '•'" - Q = ^\ 
wobei 



Q=---e'(."'e-- w') — - 



gesetzt ist. 

Hieraus wird 

4P^N' 
^ . )." == R' 

Q 

2t'' 



ih — e <^ 

2P 



Q 



ü 

2q' 

4P'2 N' 

R' 



4P^X' 
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Diese drei Deterininanton vcrscinvindeii zunächst t'iir 
den Fall r — p^ = 0, welcher, wie gezeigt werden wird, 
r' = 0, e' = nach sieh zieht. 

Für V' ^ wird ^p ^ 0, J^ = gP^ N'q' {v — q'% 
^,( - 4PN' e' (fx, -H; 

Für (,' = ^,; = 0, J^ = R' *■' (v — e*), 

^,( = 21i'v' (fi, ^ H- 

Nim führen aber nach (9) die Bestimmungen v' ^ auf 
If ^ 0, p' = auf R =^ 0, und es ist selbstverständlich, 
dass, falls diese Gicieliungen wirklich als bestehend ange- 
nommen werden, während des ganzen Verlaiifes der Dreh- 
ung, die Derivirten zugleich mit denselben verschwinden 
müssen, wie ebenso umgekehrt das Verschwinden von W 
und R' die erste Bedingung ist für die Existenz von even- 
tuellen Integi'algleichungen N = 0, R ^= 0. 

In wie weit freilich die letzteren Gleichungen Integral- 
gleichungen sind oder unter gewissen Annahmen auf solche 
führen, soll in den folgenden Abschnitten dargethan werden. 

Der Fall r' = 0. 

§ 11- 
Wird für die gaiwe Daner der Bewegung 

,-- ^ v= V, V = const. = v„ 
dt 

angenommen, so reducirt sich die dritte der Dift'erentiai- 

gleichungen (9) auf die in fi lineare Differentialgleichung 

{v„ — q") d^t — (A — jKß) d? = 0. 

Integrirt liefert die letztere 

Hv^ — ;^ == D 1/ i'o — ii\ 
und durch besondere Wahl der willkürlichen Constanten 

D - Kn - ^' 
{!^y, - ^e? - (n " q') ("o - ^') - Ö, 
eine Gleichung, welche identisch ist mit 
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(11) N = (». - fl (1 - ,,■) ~ (i - ,..)> = 0. 

Nach vorstehendem Raisoiinement erscheint es für den 
ersten Blick zwcif(.'l!os, dass für den besonderen Fall r = »'„ 
N =: wirklich eine Integralgleiehnng des Systems (9) der 
Differentialgleiclinngen der Bewegung sei. Es wurden daher 
bereits in einer früheren Note '}, — welche anf einem min- 
der einfachen Wege, als ihn die Einfiihrting der Grössen 
A, fi, V, o, gestattet, zu denselben Gleichungen v' = 0, N = 
gelangt war — folgende Gonseqiienzen gezogen: 

Das Problem der Rotation ist lösbar für den Füll der 
"ün Veränderlichkeit der Grösse des anregenden Momentan- 
kräftopaares oder für die damit völlig gleichbedeutende Be- 
dingung des steten Ziisammenliegens der Kräftepaar- und 
der Figuraxe in einer (beweglichen) Vertikal ebene. Die 
Lösung führt im allgemeinsten Falle auf Abel 'sehe, für 
specielle Voraussct/;ungen auf hypereiliptische und elliptische 
Integrale. 

Diese Sehlnssweise ist jedoch nicht richtig; 

Es verschwindet freiUch durch die Annahme v' = 0, 
N = die erste der Differentialgleichungen (9) identisch, 
aber in der linken Seite quadratisch, iu der rechten linear. 
Nachdem faktisch 

,.' ^ 2P Kn 
ist, gehört offenbar zu der Voi-anssetKiing 

1'' = 
die Folgerung 

I-'N = 0. 
und was also zunächst zu untersuchen ist ist dies, oh die 
derivirte Gleichung 

(Kn)' - 

eine biose algebraische Folge der Gleichungen v' = 0, ys ^= 
und der übrigeu Gleichungen (9) sei. 

Man erinnere sich, um das Irrige der Schhissreiso wel- 



'J Clber das Problem der Eofation. Math. A;pu. XX, ]). 4(il-47Ü. 
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ter darziithun, dass die Determinante N des GleichuDgK- 
sj'stems (9) durch Quadriren der Determinante N der Gleich- 
ungen (7) entstanden M^ar; es wäre also 

r- = 0, N = 
gleichbedeutend mit 

,.' ^ 0, JV^ =: Ü, 

also weiterhin 

N- = mit 2JViV' = 0. 
Natürlich veracinvhidet nun mit der Annahme N oder 
JV* = 0, welche ja JV = im Gefolge hat. das letztere 
Produkt evident, weil es eben den Faktor JV besitzt; darum 
kann also umgekehrt ans dem Verschwinden von N' absolut 
nichts gefolgert werden, es muss vielmehr festgehalten wer- 
den, dass, wenn fiir die ganze Zeitdauer der Bewegung 

V' ^ und jST = und hiemit iV = 
Geltung besitzen sollen, entsoliiedcn auch während dieser 
Dauer 



A" . 



. Ü 



bleiben mnss. Anders gesprochen: ist S" ::= ein Integral 
der Bewegungsgleichungen (9), so brancht dess\vegen nicht 
nothwendig auch IV ^= — worauf es in erster Linie an- 
käme — ein solches der Gleichungen (7) zu sein, wogegen 
allerdings umgekehrt N — auch N = zn einem solchen 
berechtigen würde. "Wäre jedoch N = kein Integral, so 
wäre JV := erst recht kein solcher. 

Differenziren wir nun die Determinante (7) 
b" c" I 
Ap 
V 



Cr 



so erhalten wir 



I Bq Cr 





b" 


c" 


(lAp 






dt 








ß 


r 
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und durch Einsetzen der Werthe der DUforfintialquotienteii 
ans den li Kusammengohörigen Diii'ereiitialgleiclmngen (I) 
und (2) 

I b" c"| Bq Ci-i |B(i Crl Ib" c"| b" 

iq r ;i j-l Iq li Ip' y. ß 

Um bei der Multipüliation der Üetcriiiiiinnten nicht die 
Combinatien 

n." p 4- b" q "i" c" r 
zu erliiilten, welche erst aus den Gleichungen (.">) abzuleiten 
■wäre, beachten wir, dass im S'alle JV = sich setzen lUsst 

Ib" e"j jBq Crl 

1 - Ä . ' ! , 

\ß Y- 'ß Y\ 

und analog für die zwei andern Doterminanten nach cyeli- 
seher Yertauschung. Darin bedeutet Ä einen Proportionali- 
tätsfaktor, welcher durch Multiplikation der drei so ent- 
standenen Gleichungen mit der jeweiligen rechtsseitigen 
Determinante und Addition unter Bezugnühme auf die Be- 
lattonen (8) sich darstellt als 

Es wird also zunächst 
[b" c"l iBq Cr' |Bq Or| Bq Cr ib" c" 

^"=s\ ;.! |~*"-^] '■ +1'-- 

;>1 ri !f* Y\ k K ß Y \ß r 

und durch Äuswerthung der üetenninaiitoiiprodukto unter 
Beachtung der Festsetzungen (;t), (4) 

N' ~ ß<j — fj,fi{) -- ■ -■ - ■■ ^% [vo - n, q) -h P {1 - f<^^) ■ 

Hieraus folgt 
(v -- q') JV' — (/ii - ■■ (.ff) {Z^ ■ ■■ ßv) + V {\ li') (y ~ f) . 



Soll also 



N' — 
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sein, so muss, wenn nicht gleichzeitig v — (f^ verschwinriet, 
die Relation statt liaben 

(12) (/i, ^e^){Xff~ !tv) + P (1 - t-t') {>■ ~ 9') ^ 0. 

Nun hat aber das Verscliwinden der Determinante N 
oder N zur Gleichung (11) Veranlassung gegeben: 
ß - ßQ)^ - (1 - /.^) (v - ?^) = 0, 
lind es ist vorgeschrieben, dass für den Fall, dass iV = 
eine Integralgleichung des Systems (7) oder (9) sei, N' = " 
sich als blosse algebraische Folge von v ~ Vf, und JV — 
(und eventuei! der übrigen Gleichungen jener Systeme) er- 
es muss die Gleichung (12) aus der Gleichung (11) und aus 
V ^= i'o sich algebraisch ableiten lassen. 

Die Gleichung (12) enthält, da ja die Grösse tr nach 
Prüherem sich durch *, p, fi dai-stellen lässt, wie auch die 
Gleichung (11) die Variabein p, fi und die noch ganz will- 
kürliche Constante v ~ v^- Es sind also nur zwei Fälle 
denkbar: 

entweder es führt eine algebraische Combination der zwei 
Gleichungen (11) und (12) auf eine neue Gleichung, die 
weder g noch /i eutiiält, sondern ausser Constanten des 
Problems nur noch die Grösse i'g, die dann eben durch 
diese Constanten bestimmbar wäre als jener Werth v, der 
fähig wäre, singulare Lösung zu erzielen; 
oder es ergeben sich q und ß aus den zwei Gleichungen 
(11) und (12) als Constante. 

Die TJntersuclRing zeigt, dass das Letztci'e der Fall ist. 
Wir brauchen nemlich nur zu zeigen, diiss für eine specielle 
Bewegungsart q und ,w als constant ei'halten werden, um 
daraus zu sehliessen, dass auch die allgemeinste Bewegung 
auf solche "Werthe fahre. (Der umgekehrte Sehluss wäre 
natürlich nicht zulässig). 

Nehmen wir als solchen Specialfall jenen an, für welchen 
die Figuraxe eine Hauptträglieitsaxe des Korpers ist — 
ß — ^ =: 0, 7 = 1 —, so ergibt sieh laut § 8 
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Weiter ist, wie bekannt, 

fi, - 2P^ + Ii; 
setzen wir endlieh noch voraus, dasa die Axe des zur Be- 
wegnag anregenden Momentankräftepaars stets in der Hori- 
zontalebene durch den Unterstützungspnnkt gelogen sei, so ist 

;i ^ 0, 
und es reduciren sich unter diesen Annahmen die Uleich- 
ungen (11) und (12) auf die folgenden: 

(2P^ - 9^ + Ch) ,uv - P (1 - ^^) iv - e') = 
r {1 - fi-'} ~ Q^ = 
Der "Werth t'ftr g^ aus der unteren Gleichung oben ein- 
gesetzt lässt eine in [i biquadratische Gleichung erscheinen. 
Die Coeffieienten der rersehiedenen Potenzen von ß in letz- 
terer können aber unmöglich verschwinden, wenn über- 
haupt die Idee eines rotireuden Körpers nicht hinfällig 
werden soll: folglich bleibt nur die Möglichkeit 

welclie ihrerseits nach sich zieht 
e - ?«■ 

Damit sind wir aber zu dem Resultate gelangt 
V' = 0, q' ~ 0, fi.' = 0, 
speciell 

f ' = 0, ^' t= 0, 
Über dessen Berechtigung im § 18 entschieden wird. Nur 
soviel kann jetzt schon bemerkt werden: 

Die Annahme, es möge während d er ganzen 
Dauer der Bewegung die Grösse des anregen- 
den Momentankräftepaars constaut bleiben, 
oder, was damit identisch und reciprok ist, 
es möge die Are dieses Paares im ßaume einen 
Kreiskegel um die Vertiealaxe beschreiben, 
oder, was wiederum damit gleichbedeutend 
und iimkehrbar ist, es mögen die Kräftepaar- 
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und die Figui'axe ständig in eine Vertical- 
obene falien, führt nicht auf eine allge meine 
Lösung des Rotationaproblems: es folgt viel- 
mehr mit Nothwendigteit, dass die Protec- 
tion der Grösse des anregenden Paares auf die 
Figuraxe während der ganzen Dauer der Be- 
wegung gleichfalls invariabel sei i. e., dass 
auch die drei Axen der Figur, des instanta- 
nen Kräftepaares und der instantanen Dreh- 
ung für sich stets in derselben Ebene gelegen 
sein müssen. 

Per Fall , ^ 0. 

§ 12. 
Der allgemeine Fall ^' — 0, R ~ 0. 

"Wenn wir der eingangs des vorigen Paragraphen er- 
wähnten Zusammengehörigkeit 

V- — (v = i'o); K — 
hier zunäclist analog an die Seite stellen die Annahme 

(>■ = fe = e.y, R = 0, 

SO reduciren sich die Euler'sclion Eewegungsgleichujigen 
der Form (9) auf die folgenden: 
1 i. fi ^ 



dv 

dt" ■ 



2P I 



(13) R -. 



?o 



e« 



ßi 



th 



^0^(r 



■)(t-e^)-(/'i-?nff)'^ 



(v — Q^^) d.«i ~ (/ti — Po <T) dl'. 

In diesem System sollte sich die dritte Gleichung in- 

tegi-iren lassen und durch besondere Wahl der Integrations- 

constanten eine Gleichung liefern, welche mit der Gleichung 

K ^ übereinstimmte. Oder auch umgekehrt, es sollte 
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jene Differeiitialgieiehung aus -j- = 0, E =::: und p' rr: 
sich algebraisch ableiten lassen — gerade so, wie sich aus 
ihr, aus E = 0, p' ^ eben -tt- —^ als algebraische 

Folge erweisen lassen müsste. 

Desswegen braucht R = noch nicht nothwendig eine 
integrirende Lösung des Rotationsprobloms darzustellen: da 
die Deternainante (9) E das Qaadrat der Determinante (7) 
P ist, wird eben, in Analogie mit dem Gedankengange des 
Torigen Paragraphen, zu erwägen sein, nicht sowohl, ob 

dß -= 2P.dP = 
eine unmittelbare Eolge der Oleichungen R ^ 0, p' ^ (* 
und der dritten Differentialgleichung (13) sei, sondern viel- 
mehr, ob 

dP = 
aus dem Verschwinden von P, p' und aus eben jener Diffe- 
rentialgleichung gefolgert werden könne. Anders gesprochen: 
erfüllt E ::^ die Criterien einer Integralgleichung der 
E u 1 e r ' sehen Bewegungsgleichungen (9), so braucht — 
worauf es in allererster Linie ankäme -~ P ^ nicht 
nothwendig eine Lösung der Differentialgleichungen (7) ku 
sein, wogegen allerdings umgekehrt eine Lösung P = 
unbedingt auch eine solche R = nach sich zöge. 

Ist freilich R = keine Lösung der dynamischen 
Differentialgleichungen, so ist P ^ noch weniger eine 
solche. 

Darum scheint es, von diesem letzteren Gesichtspunkte 
aus betrachtet, sehr zweckmässig, zuerst an der Terbinöung 
e' :^^ 0, R ^ fest zu halten, um eben unmögliche Fälle 
schon a priori von dem Probleme wegweisen zu können. 

Nun tritt in der Gleichung 

n = o ^ (v - e„^) {T - ff'o - iih - Qo "f 

ausser den drei Variabein r, [i^, (J, welche in der dritten 
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Gtleichnng (13) vorkommen, ]iocli die Orössc t auf; t aber 
liisst sich durcli eben diese Variable aelir leicht bestimmen 
vermöge der allgemeinen Relation dos § 8, die sich sdirei- 
ben lägst: 

i^ - o') [Q^SABy^ - tf ABC] - (^, - ?„ 0) [?„ i'A (1-«^) 
- a iAB (1 - f}\ + (r-?;^) [?, - ff 2Aa^ = 0. 
Setzt man die Differenz t = g' in die obige Gleichung 
für R =: ein, so erhält man eine quadratische Gleichung 
zur Bestimmung des Quotienten. 

(14) ?L- ,«4 ,__ , 

" Qu 

und aus derselben 

(15) 2r; fö„ ^AB/^ — (T ABC] 

^[q,2M^-u')- o 2^AB (1 -f)] 

+ /K :?A(l-«^)-ffiAB"(l-r')] 
-y ~ 4 [?o-2ABj-» — o ABC] [ß, - ff.5A«*] 

Mit der vorstellenden Transformation der Grösse % haben 
wir eine der beiden Eliminatiünsgleichungen benützt, welche 
die Abhängigkeit der Werthe v, poi /*ii ^^i ^ ^^^ Grund der 
Kelationen (4) darstellen. Es bleibt also noch eine zweite 
Beziehimg übrig, oder vieJmehr — da zu dem System (4) 
der "Winkelgeschwindigkoiton p, q, r nun noch die Be- 
dingung (7) 

P = HA - B) pq + « {B - C) qr + r (C - A) rp 
liinzutritt, als blose Folge von R ^ P^ =1^ — es sind 
noch zwei solcher Beziehungen zu erfüllen. 

Um dieselben darzustellen, bedenken ^vir, dass in dem 
System der Gleichungen (4), erweitert zu 

A^ p^ + B= q^ + C^ r^ ^ v 

Apä + Bq^ + Cr« ^ ^, 

p2 .[. q^ + r^ ^ * 
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(l(i) 



Apa + Bqß + Ciy = Q, 
P" + 'Iß + '7 =--- <• 
o' + I?' + r" = I, 
I«, ß. r l«,'l,5 

ilie Grössen j Ap, Bq, Ol-, in den Gleichungen | 4, 1,2 als [Tr- 
ip, q, r U,2,B 
bekannte aufgefasst, als Determinante der Coefficienten ge- 
rade die DetennJnante 

c ß j\ 

P= Ap Bq Cr = 
p q r 
bei sich haben. Keine der angeführten 9 Grössen kann aber 
nnendlich werden, es ist also nothwendig, dass auch die 
Zählerdeterminanten, denen diese Grössen proportional sind, 
aänuntliehe verschwinden. 

Es jiommen darnach drei Gleichungstripel 
schein, von der Form ; 



Vor- 



BqOr 



+ ?.■; 



(!') ?.. 



BqCr 



qCr 



+ (•■ 



ß t 
I <i r 

\ß y 
1 q r 
ß y 



+ » 



\ + ' 



\ß r 

Bq Cr 



= 



BqCr 

\ß y\ 



Bq Cr I 
Diese drei Tripel sind aus einem einzigen derselben 
uuter Beachtung der Bedingung R = ableitbar; man 
braucht nur, um sicli hicvon zu überzeugen, irgend eine 
Gleichung (17) mit einer ihrer Determinanten zu multipli- 
eiren und die zu dieser Gleichung analogen Gleichungen 
der zwei andern Tripel mit den analogen Determinanten, so 
tommt durch Addition entweder die Identität 0^0 oder 
die Bedingung E ^ 0. Aber auch die drei Gleichungen 
eines Tripels sind nicht von einander unabhängig: man er- 
kennt sofort, dass die zu den drei viergliedrigen Determi- 
nanten (17) gehörige Coeffieientondeterminante 
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eben niolits anderes als B und somit ist. 

Es bleiben sonach von dem System der 9 Gleichungen, 
die in der Form (17) enthalten sind, überhaupt nur zwei 
unabhängige Gleiehungen übrig: diese reichen aus zur Be- 
stimmung zweier der Grössen p, q, r, und aus i* = folgt 
dann die dritte. 

Um jedoch dieselben linear zu erhalten, combinireu 
wir die zwei ersten Gleichungen (17) zu einer einzigen, in- 
dem wir die erste Determinante entfernen. Es folgt 

und durch Einführung der Grösse (14) jj 
^ ß_ 1 — Ci) 



folgt 






(18) 



weiterhin also 

„p + ft = a - ,r = ^ (1 - C) y^^+rSs^ 

Hieraus iässt sich der Werth von r, durch ff und rj 
d. i. ff, V, Qg und /t, ausgedrückt, bestimmen, als 
.„ (1 - Aij) (1 - Br; ) 
■ '^ 2f (1 — Aj;) 1 — B)j) 
Durch cyclische Vertauschung erhält man ohne Weiteres 
auch p und q '). 

p, q, r in die Gleiehungen (16) eingesetzt, dürfen na«b 
dem oben Gesagten nur zu zwei Relationen zwischen v, e„, 

') Hiemit ist deno auch, die eventueUe Zwiaohenfrage erledigt, wie 
sich wohl im Falle i* = die "WinkelgesoliwiQdigkeiten p, q, r duvdi 
die drei Orösseo v, ^, (l daistelien möcbtea. 
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/(j und a Veranlassung geben, die sich von E, = unter- 
scheiden. 

Dies zu erweisen, eventuell die zwei g-edacliten Be- 
ziehungen aufzustellen, ist Zweck der nachfolgenden Zeilen. 
Durch Multiplikation der drei Gleichungen (18) mit j-, 
«, ß successive und nachfolgender Addition ergibt sieh zu- 
nächst die Identität a = a. 

Durch analüge Multiplikation mit Gj-, Ä«, Bß und Ad- 
dition folgt 
e„^/ä (l-Ar;) (1 ^Bri) = a2 C;-^ -- <r^ ^ (A + B) Cy^ 

+ ffr/2 ABC; 

ordnot man diese Gleichung nach i; und bedenkt, dass 

^ {A + B) Cy^ = ^ AB (1 - r^} 

^ (A -t- B) r^ = .2 A (1 - «^) 

ist, so kommt 

7;^ [e„ S AB/^ — ffABC] — 1^ [pd 5 A (1 — ß'^) — ff :? AB (1 — j-^)J 

+ [q^ — a S A«^] = 0, 
eine Gleichung, welche voÜstäudig mit jener übereinstimmt, 
welcher der Werth (15) von }} entsprang. 

Die Gleichung für t des Systems (16) durch Einführung 
der Werthe von p, q, r aus (10) zu verificiren, ist ferner 
unnothig, da die Verification des Werthes von tj, wie sie 
eben erfolgte, jene des Werthes von « nach sich zieht, nach- 
dem umgekelirt j^ aus den beiden Relationen für r, des 
§ 8 und der Gleichung R = 0, hervorgegangen. 

Es bleiben somit nur noch die zwei ersten Beziehungen 
(16) bestehen, 

A^p^ + B\^ + C^r^ = r 
Ap^ + Bq^ + Cr« = ^(„ 
Combinirt man dieselben zur Darstellung 
■_e,a ^ S Cr' — e,a 
(,,' JS P r' - e.' ' 
I folgt durch Substitution der Wertbe (18) zunächst formeil 
_ ■''^Ci.'(l-A^)'(l-B,) '-g.»[y(l-A.i)(l~B,)]' 
«>iOV(l-A,)-(i-B,)'-f.n2j''(l-Av)(l-B,)f. 



1 ' 
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Oben aber wurde gefunden 
(.o-S)'MI — Aij)(l — ßij) = (r^Cf — <7i-;^(A4-B)C7^ + cic/AßO, 
also schreibt sicli, wenn Si den Ausdruck bedeutet 
B = S Oy (1 - A,)- (1 - Br,)' 
— [i C^» - 1) 2 (A + E) Cf + rj' ABC]-', 
1) fi = i Cy" (1 — Ar,)« (1 — Sr!f 
-2y'[\ - A,) (1 - B,) . p Cy' - , :S (A + B) Cf 
+ r/ ABC]. 
Vorstehende Gleichung enthält als einzige Variable die 
Grösse rr, diese niüsste sich sonach als Constante bestimmen, 
falls nicht die Ooefficienten der verschiedenen Potenzen von 
jj alle zn Null werden. Biese Coeffieienten enthalten aus- 
schliesslich die sechs Constante A, B, C, «, ^, /. Wir setzen 

JA =B iABf =H 

, , iAB =E ^A'd' = J;(A^B)(B-C)lC-A) 

' ' ABC =P .:(A> + B'')G' — K =^, 

.SA«' — G v(i!.).j5i)cy=L 
so wird : 

.rf (1— A,)(— Bi,) =l„,(D-G)+fH 

:sCf (1 - A.;)' (1 - B^.)-' = G — 2^ (E — H) + ),' (4F + K) 

— 2i,,>F(D-0) + ii'FH 
JCV(1 — A;;)"(1_B,,)' =J— 2.jlEG-]i)+r,«(4FG + L) 

— 2.,"F(E — H) + i;*F' 

rf ABC = G — r, (E — H) + f F. 

Setzt man diese Ausdrücke in den obigen Quotienten 
von )j ein, so lliesst dai'aus nach einigen einfachen Reduk- 
tionen die Beziehung 

(/lL-f-J(D-)-G)-E(E-H)]-|-,lE(D-G)-DH-F-K| 
-I- [J -I- E — H — DO] = 0. 
Bie Gleichungen (19) ergeben nun: 
L = 2^ A' B' (I-f ) BH = .; (A« B' )•■ + A' Cß') + Y 

EH - i- A' B' )•' + F (D - C) GE = :j (A' Bo' + A> C«') + F 

E' = .£ A' B' +_2FI)_ K = .S(A' B,}' + A'Cy') 

L-E'-]. EH=-F(5+ G) I)H -f k -F GE -j-F - 3F 
-I- .S A» (B -1- C) = DE 
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DO = 2 AB (1 - 
E = 2 AB 
H = i AB^" 


-)•') + J 



DG — E + H = J, 
es vei-schwinden sonach die drei Coefücienten der vorstehen- 
den quadratischen Gleichung in jj, und es bleibt somit von 
dem ganzen System der Gleichungen (16) oder (4) nur eine 
einzige noch bestehen, die erste oder zweite, bezüglich 
welcher die Werthe (18) von p, q, r einer Prüfung zu un- 
terziehen sind. 

Wir wählen als dieselbe die Gleichung für v, schreiben 
jedoch sogleich 

V — Qo' = ^ C^r' — e/. 

Die Werthe (18) darein substituirt, ergeben unter üc- 
nütznng der Abkürzungen (19) und der obigen Gleichung 
für ß 

,90^ . « ^ - „^ ''^ [ ■2FG + L-(E-^H)'J + 2r;[F -GH] +[J-G^1 
[^V)v-e^ -0 . [,;2 H - V (D - G) + 1]"^ 

Somit, sind durch das Nebeneinanderbestehen der Gleich- 
ungen (15) und (20) die zwei Grössen v and ft^ durch die 
Oonstante q„ und die Variable a allein unzweideutig aus- 
drückbar, und es ist, falls nur die eine der Gleichungen 
oder eine Combination derselben die Integralgleichung der 
dritten Differentialgleichung (13) vorstellt, das ganze System 
(13) zurnckführbar auf die Ausführung einer einzigen Qua- 
dratur, auf die Integration der ersten Differentialgleichung 
(13), in die man als abhängige Variable die Grösse a allein 
vermöge der Gleichungen (15) und (20) eingeführt hat. 

-Kehren wir daher zur dritten Differentialgleichung (13), 
(r — ßo^ d^i = (,"i — Po <^) dl' 
zurück und führen in dieselbe ein (14) 

/*i — Po o = (*■ — Qa^) ';> 
d^i = Vdv + [Pn + {v — Pn") *;■'! d-r, 
wobei ?/ durch Differentiation des Ausdruckes (15) na,ch u 
zn erhalten ist, so folgt 



y Google 



30 

(21) d» fe, + (r - e.') rf] = 

und hieraus eine der beiden Annahmen 

(22) dff = 0, B = ffn, 

(23) 00 + (" - Po') ''Z = 0- 

Die letztere Bedingung gibt nach Einführung des Werthes 
(20) von »'— ßo^ ^T^^ ^^^ Werthe von ij, r/ aus (15) offenbar 
eine Gleichung mit der einzigen Variabeln a — sie decltt 
sich also vollständig mit der Bedingung (22), wenn nicht 
anders die Coefficienten in der gedachten Gleiclumg von n 
alle einzeln verschwinden. 

Soll dieser letztere Fall eintreten, so müssen vor allem 
die von a freien Glieder gleich Null werden; da aber v — Pn^ 
gemäss der Gleichung (20) proportional a^ ist, so gibt es 
in der nach ff geordneten Gleichung (2a) überhaupt nur ein 
einziges von a freies Glied; man erhält dasselbe, indem 
man p„ mit dem zu »j' gehörigen Senner multiplicirt: 
e, . 2q,^ . [2 AByJ 
Soll dieses Glied Null werden, so ist dies nur mö^lioh 
tinter der Annahme 

e. = 0. 

Bann aber reducirt sich die Glcli'bung i_2ii) auf 
r/ = 
und es müssten also 

ß^ := *;' = j; ^ const. 
neben einander bestehen können, 

Dies ist in der That der Fall: denn ans den Quotienten 
(15) für tj verschwindet luiter der Toraussetziing (>„ = 
die Variable a gänzlich. 

Fassen wir das in den letzten Zeilen Erwiesene zu- 
sammen, so gelangen wir also zu folgendem SchSussc: 

Soll für die ganze Zeitdauer der Bewegung 
des rotirenden schweren starren Körpers der 
um die Figuraxe wirksame Antheil des mo- 
mentan anregenden Kräftepaares constant 
sein, oder, was damit identisch und reciprok 
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ist, sollen die drei Axen des Kräftepaars, der 
Eignr und der insta ntanen Drehung t'ortwäli- 
rend in einer Ebene bleiben, so gibt es im 
günstigsten Falle nur zwei Annahmen, welche 
eineLösung des Eotationsproblems in diesem 
Sinne herbeizuführen im Stande wären, 

erstens die Annahme, es möge jener Antheil 
desKräftepaarosgleichN" ulisein, dieKräfte- 
paaraxe also stets senkrecht dcrPiguraxe 

zweitens die Annahme, es möge während des 
ganzen Verlaufs der Drehung auch die um 
die Figuraxe wirkende Grösse der instan- 
tanen Drehung constant bleiben. 
Eine allgemeine Lösung des Rotationspro- 
b 1 e m s für e = po, ohneeine dieser zwei beschrän- 
kenden Bedingungen, erscheint von vorne- 
fiorein ausgeschlossen. 

Bevor wir zur Erörterung der beiden soeben ermittel- 
ten Bedingungen sehreiten, wollen wir jedoch erst noch 
eine allgemeine Betrachtung einschieben. 

§ l^i- 
Der allgemeine Fall q' = 0, P — 0. 
Es wurde ja im vorhergehenden Abschnitte örwälint, 
dass, falls q' ^ eine Lösung des Kotationsproblcms mit 
sich führte, nicht sowohl 

e' = (p = Po); B =: 0, 
als viehneJir die iiberschriebene Ziisammengeliörigkeit 

e' = (e = Po); J" = o 

diese Lösung deliniren müsse: ferner, dass, falls F =^ 
eine Integralgleichung des Systems (7) ■ oder auch (6) vor- 
stelle, nothwendig 
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öicli als blosse algebraische Folf,'e von i> = imd der im 


Siime e = e„ vereinfaehteu Difterentiali^^leiciuingen (T) oilei' 


(6) zu erweisen gezwungen sei. 


Nun ist 




« ß ,\ 


r = 


Ap Bq Cr - 0, 




P 11 >• 


also 


dr ^(iAp fl.i ri 1 [ ^r \\ 

dt ~iU, 'Ij^ J-i A' BqCri/ 


In diese Gleichung iiilu'e man clio Wertlic für die Dillc- 


rentialquotienten 


dAp dBq dCr 



aus den GIcichuugen (ß) ein, so tliesst daraus, wenn man 
für die Unterdetermiuanteu von N in (6) deren Wertlie 
schreibt: 

dP ^ , I q r . I Bq Cr | _ PS;1 ^J q r ] | Bq Cr 
dt - J H'lq r 1 X, ■ -|f! yY: ß rl 

, ,1 \ß ei |BqCri^Paai ^,<^ ifi rl.VKi vi 

^'Ä'IBqCr.'lq r| S, ' ~ A ' |Bq Cr j ^ S, '"A' 

|BqCrP 

\ß rl 

Unter Boaclitiiiig der E^zieliungon i_8) oder der VAn- 
fiihriiTigeTi (4) fol{j;t zunächst 

dp , , PN;i , , , „ 1 I ö„ — Ap« ff- p« I 

dt ^'^^ '^* ' Nj ^"^^ *" -^ Äjr — A^p^ .'(i — Ap^l 

_Pej^KN ^,«1^ J-Ij-Z^ ^l|r"AV e„~-Apai 
N, ■-A|BqCr|"^ Ni '-Ale« — Ap« 1 — «^ i 

In dioscf Gleichung bedeuten 'N die bekannte Determi- 
nante und K^, S, deren Unterdeterminanten, wie gelegent- 
lich der Crleichimgen (6} erwähnt, also 
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es erübrigt also nur noch, jene Cüinbinationen von p, q, v 
in der voi-stelienclen Relation, welchen keine einfache Deut- 
ung iu V, Q^, /ii, ff, T der Gleichungen (4) zukommt, durch 
eben diese Grösse auszudrücken. Es sind di^ nur zwei 
Combinationen, denn die Relation vereinfacht sich weiter zu 

dP , , PN^ , , , , , , t 

^- := (fi^ a-f,^r) — — ^ (fi^ — ^^a) + (,i, — ,«) ^ j 

_ I'f. Kn o i i« y\ 
S, A|BqCr 

-. (,., « - 2,...) - '^,fc/,S»^ (2,,., ~ 3s.o) + K,«,(<„ - .») H- 
' """'* Ä+ A ,— s^-'-i ,-f.' 

Beniit7,t man jetzt die Wcfthc von p, q, v, wie sie sicii 
unter dem Einflüsse von P ^ durch die Oleichungen (18) 
darstellen, zugleich aber auch die Eelatiouen (19), so kommt 
^)T_o H — >) (PH — E) + rf (EH — DE — FG ) 
-C~E' l— i; (D-G) + ^"H 

1 

■l-,(D-ro + ,/'H 



welche durch die Gleichungen (14) und (15) definirt und 
gegeben ist, bestehen, so erhalten wir als Bedingung, dass 
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sei, in V, p^, ^(„ ff und r gescln'ieben, folgende allgemeine 
Relation : 

Flß,i- 2f . ») + E [(ftf. ^ ,- ff) + P (i ^ w.)] - 



(24) = 



|-(2», — So-ff) — HP- ,. , 
• — t. » — Sn' 

i»;J.i-fj"HH— jEH -Fl + »,^ (E H— DF+rS )]- 

tVi» ^ g. 1/ (■■ - 5s5J 1 - )»' ) - (A - >ig.)' 



(» - f.") [1 - .J (D - G) + rf H] 
Dies wäre also die Bedingung, welche neben den Gleich- 
ungen (13), insbesondere neben 

e = Po und R = (r ~ tf„^) (i — &^} — (/.t, — e„ff) = <* 
noch zu ei'füllen wäre, falle eine wirkliche Lösung des Ro- 
tationsproblenis durch die Annahme ji ^ e,, i^i Betracht 
käme. Die Form derselben verkündet sofort die Unmög- 
lichkeit einer Coincidenz mit E ^ für den allgemeinsten 
Fall e„ = p„, sie liefert im Gegentheile liiefür unzweifel- 
haft a = tfj. Doch wird die Untersuchung dieser Möglich- 
keit, wie auch der Event iiiili tat g„ ^ 0, wohl besser direkt 
an den Euler'echen Gleichungen (C) sammt der zuge- 
hörigen Relation i* =:: ü vorgenommen denn an der un- 
handlichen Gleichling (29). 

g 14. 
Die Anuabme p ~ e^, «r ~ ö„. 
Die Untersuchung des § 12 führte zu dem Ergebnlss, 
dass die Möglichkeit einer Lösung der dynamischen Gleich- 
ungen für die Voraussetzung q' = nur in zwei Fällen 
Aussicht auf Realisirung habe. Der eine derselben wurde 
durch den Eintritt der Bedingung 

gleichzeitig neben q' ~ 0, p — pj, charaktcrisirt. 

Für diese Eodingurg liefert dit! dritte DJil'erential- 
gleichung (13), 
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: const. 



r — ^„^ 
Der linksseitige Bruch ist aber aiclits anderes als die 
* (14) tj, also wird 

rj =: rjfi ^ const., 
was in der That mit dem Ecsultate der GleieJumg (15) über- 
einstimmt, in dieser h — p^ gesetzt — so dase also eine 
eigentliche Bedingimgsgleiehung, aus welcher a^ zu bestim- 
men wäre, hiedureh nicht geliefert wird. Es wird im Ge- 
gentheU erst i;,, bestimmt, sobald a^ gegeben vorliegt. 

Dagegen kann die Relation (20) in der angedeuteten 
Eichtung zum Ziele führen. Dieselbe liefert entweder 

V = r^ '^^^ const, 
was in Verbindung mit 

Q =1 Q^ const. 
auf den Fall r' == 0, p' = 

des § 18 hinführt, oder es mnss, damit v — e,,^ niciit coii- 
atant werde, Zäliler und Nenner der rechten Seite der 
Gleichung (20) den Werth annehmen. Man erhielte so 
zwei Gleichungen für tj, in welche dessen "Werth aus (15) 
substituirt, nicht nur eine Gleichung zur Bestimmung von 
ff erscheinen Hesse, sondern eventuell noch eine zweite 
Gleichung, die dann Änlass gäbe zu einer Relation zwischen 
den Constanten A, B, C, a, /*, y des Körpers selbst. Dio 
gedachte Substitution von tj M-ürde freilich in der Wirklich- 
keit sehr complicirte Ausdräcke im Gefolge haben, während 
die Voraussetzung g = a^ sich leichter direkt, auf Grund 
der Bedeutung von p,,, a„ der Gleichungen (4) und der 
verschwindenden Determinante (7) P, aufstellen Utsst. 
Aus den Gleichungen 

Awp + B,?q -f- Cyr = p„ 
(25) "P + /?q -I- J-r = a^ 

>'(A-,B)pq + «(B-C}qr + ^(C — A)rp::-0(-f) 
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können nämlich die Grössen p, q, r der "Winkelgeschwin- 
digkeit gefunden werden als die Wurzeln je einer tiuadrati- 
schen Gleichung der folgenden Form 

(26) ,rV(A-C){B-C)-f r[(e<,-Atf„)(B^C)(l-i3^)-h 
(?„ - ßff„) ( A — C) (1 - «^) ] + y (ßo — Affo) (Po - Bff„) = 0. 
Änderei-seits müssen, wenn während des ganzen Ver- 
laufes der Drehung a constant bleiben soll, die Annahmen 
p' = 0, i" — 0, P =: (ß = Po, ff — (7„) sich KU einer 



combinireit lassen. 

p' = = Aa p' + Bj^q' H- Cyr' 
o' = = ttp' + (9q' + JT' 
P=0=[y(A_B)q-/?(A~C)r]p' + [«(B — C)r — 
)'(B-A)p]q'-f [,5(C-^A)p-«(C-B)q]r' 
liefem aber als erste Bedingung für die Möglichkeit der 
Existenz ^^on p', q', r' 

« j- (A - B) q - ,3 (A - C) r 
ß « (B — C) r — / (B — A) p =0 
Cy Y ^ {C -- A) p - « (C ~ B) q 
Um den Werth dieser Determinante, der besondej's von 
der Gleicliung P = beeinflusst wird, bequemer zu erlial- 
ten, mnltipliciren wir dieselbe mit der Hilfsdeterminante 
- C B - C 




deren Werth nicht als Null genommen werden kann, 
erhalten 









^(A- 


-B) (B- 


-C) 


^\i 


+f] 





iEClB- 


-C) JSB (A - 


-B) (B- 


-C) 


'ß 


+ i] 


ti 


". 




2P 
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was eintritt für 
(27) p„.^BO(B-C).^(A-B)(B — 0)^(1(1 — ,?») = 0. 
Da der Fall ß,, = für deu vorliegenden Paragraphen 
ausser Betraelit bleiben soll, so kommt also nnr die Mög- 
lichkeit in Frage, dass der zweite oder dritte Faktor des 
linksseitigen Produktes gleich Null sei; repräsentirt wird 
die eine oder andere Möglichkeit durcli 
I. Ä — E. 

11. J (A - B) (B - C) ,? (i — ß'') q = 0. 
I. Ist A = B, so reducirt sich die dritte Oloichnng 
(25) für P auf 

f = = r (aq — ^p), 
welche erfüllt ist durch 

1. r — 0. 

2. a<i— ßp = 

ad 1. Für die Zugehörigkeit Ä — B, r =; wird 

Po — A («p 4- ßq) = Affo, 
sü dass also von den drei Gleichungen des Systems (25) 
nur eine einzige zur Bestimmung von p, q übrig bleibt: 
p und q müssen sonach unbestimmt bleiben. In der That 
ergeben die Gleichungen (26) für A = B, Pu =^ -^^n ^^^ 
Werthe von r die NuU, für p und q bezw. : 0, 

Die Oleichung — ^ gebt hier einfach über in r- — 

imd die Euler'schen Gleichungen (6) in 



-T- 


"K 


l(Ap- 


- "Po) Kn 


-(i- 


W") Aq/] 


^'i- 


p 


UM- 


- ft.) Kn + (1 - 


Wo) ^wl 


0: 


p 


l - 


-re.l-'if- 


(i-w.) 


1 Ap Aq |-| 

1« ß? 


Ton diesen drei Gleichungen 
an der Idee eines schweren starren. 


liefert die 
uicht um 


! dritte, solange 
. seinen Scliwer- 



punkt rotirenden Körpers festgehalten wird (P'//_0), eine Re- 
lation zwischen, den Winkelgeschwindigkeiten p, q. Die 
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letztere liefert, mit der obigen Relation für pj, zusammen, 
ihrerseits sodann entweder p == p^, q = q„ — womit wegen 
r = r,) ^ iiothwendig auch v ^= v^, aiso der Fall v' ■ — 0, 
ff' = des § 18 gegeben wäre — oder sie ist eine blosse 
algebraische Folge der Relation für q^, Quadriren wir zum 
Zwecke der näheren Untersuchung, so fliesst unter Beachtung 
der Beziehungen (8) 

oder durch Einführung des Werthes (9) der Determinante N 

(•l - w.)' [" - c' (»■ + «1 - f s." (■> - e.") (1 ~ p')- 

Damit diese Gleichung eine blosse Folge von p, wäre, 
dürfte sie für v bezw. /* nicht bestehen bleiben; es müssten 
die Coefficienten letzterer Grössen also consequenter "Weise 
verschwinden. Dies ist nur möglich für 

e„ - 0, A - 0. 
e = bleibt aber ein für allemal aus der Untersuchung 
dieses Abschnittes ausgeschlossen. 

ad 2. Ist A = B und «q — ^ = 0, so liefern die 
G-lcLchungen (25) 

Ca. — 0, 



q - 



(a^ + ^)(C-A) 



(a^ + n(C-A) 

Damit aueli hier nicht p und q Constante werden und 
als solche constante Wertho von r, r, fi nach sich ziehen, 
muss eino der beiden Voraussetzungen Giltigkeit bekommen; 
C = A oder a = ^ = 0. 

Denn in beiden Fällen ist dann g^ == Ct^ und es wer- 
den p, q beide unbestimmt, wie auch die allgemeinen Gleich- 
ungen (26) anzeigen, 

C = A (== B) documentirt die Gleichheit der drei 
Hauptträglieitsmomente des rotirenden Körpers und sonach 
(vgl. § 7) einen Unterfall von 

ß = j? = (A = B), dem allgemeinen Fall des Gyroscops. 
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Damit ist die erste iler ubigen TJntei'Bcheidungon (27) 
oi'ledigt, und wir begiimon mit der anderen, 

IL (A - ß) (A ~ C) « (1 - a^) p + (B - C) (B - A) 
^ (1 - n q + (C - A) (C - B) )- (1 - y') r -= O. 

Nicht genug, dass aus den drei Gieichungen (26) p, q, r 
im allgemeinen als Conatante geliefert werden, wird durch 
den Eintritt dieser Bedingung sogar noeli eine Ueberbe- 
stimmung hervorgerufeu. Nun kann aber von den drei 
Grössen p, q, r überhaupt nur eine einzige constant sein, 
weil zwei derselben, constant vorausgesetzt, zufolge der 
Gleichung für pp nothwendig auch die Dritte constant und 
somit den hier auszuschliessenden Fall v = v^ ergeben würden. 

Nehmen wir als diese ausgezeichnete Grösse r, so müs- 
sen die Werthe von p und q der Gleichungen (26) wieder 
unter der Eorm ^ erseheinen. Jene Gleichungen heissen 
pV (B - A) (0 - A) + p [(p„ - B<7j (C ~ A) (1 - z^) 
+ (eo - Cffo) (B - A) (1 - ^)] + « (e„ - Sa,) (q, - Ga,) ^ 
qV (C - B) (A - B) -f q [(?, - Cr,) (A - B) (1 - «^) 
+ ((^,-Aff)(0-B)(l-j'^)] +/;(p„_Ca„)(eo-A<7„) = 0; 
sie werden illusorisch für 

A - B - oder A = B, «-,^ = 
d. h. slso wieder für den Fall der gyroscopisclien Bewegung. 
Auch die überschriebene Bedingung II wird für jede dieser 
Annahmen befriedigt. 

Fassen wir die Resultate zusammen, auf welche die 
Untersuchungen dieses Paragraphen geführt haben, so kön- 
nen wir im Anschlüsse an die zwei am Ende des § 12 offen 
gelassenen Möglichkeiten behaupten: 

Die Toraussetzung, es möge für die ganze 
Zeitdauer der Drehung des schweren starren 
Körpers neben dem Antheile des Kräftepaars 
längs derFiguraxe auch derAntheii der Dreh- 
geachwindigkeit längs dieser Axe constant 
bleiben, führt auf eine Lösung des Botations- 
problems nur im Falle dos Gyrogcopsd. i. eines 
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schweren TJmdrehiiTigskörpers mit einem 
festen Punkte auf seiner Symmotrieaxe. 

Die Lösung dieser bekannten Bewegungs- 
art besitzt den Charakter einer aingnlären 
Lösung. 

§ 15. 
Die Annahme q^ — 0. 

Unter der speciellen Annahme ß^ = kann die dritte 
Differentialgleichung (IB) ebenfalls wieder ohne Weiteres 

integrirt werden. Sie liefert — = constant, während die 
Gleichung (14) — = r/ gibt. Es rauss also // ^ »jn — conat. 

sein. Dies ist auch der Fall, indem aus der Gleichung (15) 
im Falle q„ — die Grösse a vollständig outschwindet. 

Die Gleichung (20) ergibt, da jetzt rj constant ist, v 
direkt proportional a^; ebenso ist nach Obigem auch jit^ pro- 
portional diesem Quadrate, so dass die erste Differential- 
gleichung (13J 



dt 



■- 2P I 



ein hyperelliptisches Differential zeigt. Damit wäre das 
Kotati onsproblom auf eine Quadratur zurückgeführt, die Be- 
rechtigung der Gleichung (9) E ;^ 0, aus welcher der "Werth 
(15} von ij entstammte, ais Integralgleichung des Systems 
(13) vorausgesetzt. 

Aber auch hier ist wiederum zu prüfen die Zusammen- 
gehörigkeit 

e„ ^ = A«p f B,?q + O^r 

.0 = /(A-B)p(i + «(B-O)qr+^(C-A)rp. 
Aus ihr ergeben sieh offenbar 

Ap = ^ . Cr 

Bq =^ £ . Cr, , 



(28) ' 



(29) 
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worin .i und H 7.\\ci Coiistüiiti? bedeuten, die den Gleieiinnj^en 
noi ^A + ßn + , -. 

^ -' (A -Bl CyAB + (B — C) AoB + (C — A)B(!^^0 
oder aticii 

A' (A-~B) Orf -i- A [Cy' (A-B) + Ao' (B-C) 
„,, - B/f (0 - A)] + A (B - C) «, - -- 

'- ' B' (B— A) Cßt + B [Cf (B—A) + Bf (A— Cj 

— A«= (C — BJJ + B {A — C) * = 
Genüge leisten. 

Die Liil'erentiation der Gloicllungen (29) ergibt 

dAp _ dti 

dt " '" W 

dBq _ dCr 

dt "~ dt ' 
es folgt also aus den Euier'schen ßewegungagieicliungen 
(6) unter Weglassuog von p„ ^ U 

^[<«--'-'^B--'~-] 
(32) " ? [<" --<)■)- -B (-</» - Bc]] = 

B , r,B f,, (A - B) C -, 
jj r |^(B - C) j ^ J 

- 7 [(-ßl- ß}-AlAß- Ba)\ ^ 

Hierin bedeutet 

V -= A^p2 + B^q^ + CV ^ G^r^ (1 + ja + ßS), 
und es bleibt die Darstellimg (29) bis (;f2) solange in Gil- 
tigkeit, als nicht eine der Gröasen A, B. odor beide, unbe- 
stimmt werden. 

Den letzteren Fall vorerst völlig ausgeschlossen, können 
auf Grund der G-leichungen (32) nun folgende Haupturter- 
scheiduugen getroffen werden: 

I. Es ist die Grösse der Winkelgeschwindigkeit um eine 
Hauptträgheitsaxe — hier ]■ — constant. 

II, Es ist dieser Botrag keine Constaute. 
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I. Ist r =— r,,, so ist zuMgo der Gleichungen (29) auch 
p = Pp, q . .- q^^, somit weiterhin v - v^ — es liegt also 
der Fall v ^= 0, q' ^ - vor, welcher in g 18 auf seine 
Berechtigung geprüft werden wird. 

II. Ist r nicht constant, so nittssen die Coefficionten 
in den Gleichungen (82) alle einzeln versehwinden. 

Von dem Falle P = der Bewegung um den Schwer- 



punkt abgesehen (s. 


§ 7) tritt das Null 


werden ein 


tür 




1. j< . 


. 


B - 


^ i = 


= 










2. ^ - 


. 


B - 


= a - 


' ß = 











3. ^ = 


. 


B = 


- C i = 


= 










4. A . 


- 


B . 


- C By ^ 


1«- 


0, « 


(1 + Bä) _ 


ü 


j(B- 


^0)- 


.JA. 


.J^SL . 


Ey 


■-!»- 


-^Uf- 


-i)«)= 


^0 


b. 




(A 


-B) C 












(C- 


-*)-- 




B- B' 


-U «- 


-/Ir 


-B[Atl- 


-ßtt)^ 


=0 


|(B- 


-C)~ 


. (A- 


=,?.«-.._ 


.^ü 










6. 

(0- 


-AI- 


JA: 


-=5'« fl« 


ü 












\. A U, jS ^ reduciren die Gleichungen (2SI) zu 
p =L^ q = 0; aus der ersten Gleichung (28) folgt dann ent- 
weder r ^ 0, was im Vereine mit p ^= q = gar keine 
Drehung repräsentiren würde und als specieller Werth von 
r =--- const. ohnehin hier auszusehliessen ist, oder aber )■ .^ 0. 

X =0, p =q =0, y = lassen von den Euler'schen 

Gleichungen (6) nur die folgende bestehen: 

dCr P ^ ,,- 
dr ^ iT ■ C^' l^N 

Die Determinante (9) N schreibt sich für q„ ^ ü, A ^ 
N t= 1- (1 — ix-i) 
und es ist 

V — C2r2 ~ G (21> + h), 
also geht die vorstehende Differentialgleichung über in 
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(33) VC . If = K(l ~ f') (2PC + k) 
d. h. in die DifFerentialgleichung für die Bewegung des zu- 
sammengesetzten Pendels. 

In der That definiren die Bedingungen g^ -^ 0, X = ü, 
j';^0;p = qrrTO geometrisch die Pendelbewegung. 

2. A = 0, B = Q, a = ß r zu realisiren ist un- 
möglich: nachdem A ^ S = als Consequenzen mit sicli 
brachten p = 0, q =r 0, und diese y -- % kann nicht mehr 
ß mit a gleichzeitig verschwinden. 

3. J -= 0, B = C, A = ergeben aus den Gleich- 
ungen (29) und (28) p = 0, (5q '|- yr — ü, und führen die 
Eul er 'sehen Gleichungen (6) über in 

df = ,7 q ^^ 

dr P 

dT 

welche thatsächlich das \^erhä]liiiss q : r constant hefern. 
Weiterhin schreibt sich 

lüsL+J^ ?,,. + ., KB 

und wegen 

V = G' (q= + r^) = C (2P^ + h) 

(34) KC . ^ = 1/(1 -- ii') (2P^ -f h) 

Diese Gleichung stimmt mit der Differentialgleichung 
(33) vollständig überein, sie chaialiterisirt eben auch, wie 
die geometrische Interpretation der Dedingungen beweist, 
die Bewegung eines Pendels. 

4. ^ -= 0, B = 0, By -- ß = 0, a (l + B^) = 0. 
Ist ^ ^ 0, sü liefert die erste der Relationen (30) 

B = -■■ ^ , was mit den vorstohendon Bedingungen nur 

P 
verträghch ist, wenn ^ = / = Ü ist. 
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B = 0, ß = y = erweisen aber diosen Fall als den- 
jenigea dos Gyroscops. 



B^ = 
liofem die Beziehung 

1 + ^^ + ß^ = Ü 
Da es mit der Idee der Drehung unvereinbar ist, dass 
Ap, Bq, Cr imaginäre "Wertho annehmen, so können also 
auch die Grössen (29) 

Cr -^' Cr 

unmöglich imaginär sein. Es ist sonach der vorliegende 
Fall nur «u verwirtlichen für 

A = B = C 
d. i. wieder tür eine (nach § 7 speciellere) ^yroscopische 



Die bisherigen Erörterungen fussten alle auf der An- 
nahme, dass von den Grössen J, .ß, wie sie durch die Be- 
ziehungen (29) bis (31) definirt werden, keine illusorisch 
werde. Tritt letzterer Eall ein, so besitzen jene Beziehungen 
und insbesondere die Gleichung (38) keine Giltigkeit mehr, 
und man ist gezwungen, auf die E u 1 e r ' sehen Gleichungen 
(6) direkt zurückzugreifen. 

Sei zunächst A unbestimmbar, während B noch einen 
angebbaren' Werth besitze ! 

Dann müssen von der eisten Gleichung (31) die z\x den 
A gehörigen Goefficienten einzeln verschwinden, während 
die für B analogen der zweiten Gleichung zum Theile we- 
nigstens erhalten bleiben müssen. Diese Bedingungen wer- 
den nur erfüllt für 

(35) « = Cy^ (A - B) H- B^ (A — C) = 
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Entnimmt man ans den Festsetzungen (19) die Bezeich- 
nung G für diiy Ti'ägiieitbmoment des Körpers imi clieFiguraxe, 

so feann auch geschrieben werden 

t3öa) « = AG = BC. 

Dass für diese Annahmen in der That A sich als un- 
bestimmbar erweist, ksnn man auch direkt aus den Gleich- 
ungen (28) erkennen, die für « = die Form annülimen 
Bq^ + Cj7 = 
p [(A -- B) /q + (0 - A) ;?rl = 
und sich sonach in die zwei Möglielikeiten theilen 
(36) p = BqjS + Cry = 0, 

/ Bq/? + Crj- =: 
'■^'-' l (A - B) j-q i (C - Ä) ^ = 
Die zwei letzteren Gleiehimgen enthalten die (Srösse p 
gar nicht, es ist also das Verhältniss Ap : Cr d, i. A eftektiv 
unbestimmt ; nbcrdiess sind dieselben mit einander verträg- 
lich, denn die zu q, v gehörige Determinante verschwindet, 
unserer zweiten Bedingung (35) zufolge. 

Knüpfen wir zunächst au die Existenz der Gleichungen 
(■16) an, so sehreiben sich die E u I e r ' sehen Bewegiings- 
glejchiingen (t>) für p,, ^= 0, or == 0, p = 0, wie folgt.: 

= (B - C} qr + ^ |- -t (Bqj- - Cr^)l 

r, dr l" , ,-, , ^— , 

C jj- ,.: __ [Cr KNl 

Die Combination der zwei letzteren Gleichungen liefert 
das Verhältniss Bq : Cr constant, wie es nach der zweiten 
Relation (36) sich ergeben muss. Damit aber die erste der 
Toratehenden Gleichungen nicht q oder r selbst constant 
liefert und hiemit auf v = v,,, also p' = 0, v' = Ü (s. § 18) 
hinführt, muss unbedingt statt haben 
B = C ;i -. I) 
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Die Beding Uli gen « ^= 0, B ^ C, A i^ charakterisi- 
ren aber den bereits (Ü-i) besprochenen Fall der Pendel- 
bewcgung. 

Werden hingegen neben q = 0^ u ^=z i) die gleich- 
werthigen Annahmen f'ül) beigezogon, so folgt für die Enler'- 
seilen Gleichiingeo (6) 

Ä ^ = (B - C) qr 4- ? |Ap Kn - ). (Bq,- - Cr;3)J 



dt 



1 Kn + X Ap)'] 
- X Apß] 



dt 

Multiplicirt man die zwei letzten dieser GleiehucgeiJ 
mit 3 und / oder auch mit / (A — B) : B und ß {G — A) : C 
und addirt, so kommt unter Beachtung von (37) jedesmal 
die Identität = Ü, oder es ist das Verhältniss Bq ; Cr 
etu constantes '). 

Somit reduciren sich die drei dynamischen Gleichungen 
(38) auf nur zwei, welche dann ihrerseits zur Ermittelung 
einer der Grössen ßq oder Cr, sowie der dritten Variabeln 
Ap dienen können. 

Um aus den gedachten zwei Differentialgleichungen ein 
Integral gewinnen zu können, nehmeu wir die Combination 
zu Hilfe, welche die erste der Gleichungen (9), mit der De- 
terminante N, hervorgerufen hat. Nur schreibt sich hier 
für Qi, = einfacher 



1 


X 


y, 


X 


l 


Ü 


M 





1 



«i» „ Oll 1 . n _ OD 1 ^. 
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') Damit ist eiuPi allgempitieQ Bedingung gömigt, «elohti eine Los 
ung eines Systems \oii Differenh^lgleioliuDgen erfüllen muss (\gl M. 380) 
Es erweist aich unter B8aL.htung dei zweiten Acnalime (3j) die &leicliuiig 

— Li_^^ J^l = m du That ala emo bbsse algebr'iisi.lie Folge von 

3nß + Oty = 0. 
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anf integrirende Lösinigen des Öleiohun^ssystems (IDj zu 
untersuchen. Wie schon in dem Vorwort erwähnt, wird 
letztere Untersuchung- Gfegenstand des nächstjähriger 
schaftlichen Profframmes \vorden. 
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